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Chapitre 5 


Réduction des 
endomorphismes 


5.1 Minimum vital 


Question 143 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, et u un 
endomorphisme de E. On définit le polynôme caractéristique de u de la façon 
suivante : « Etant donnée une base e = (e1,.…,en) de E, si M désigne la ma- 
trice de u dans cette base, le polynôme caractéristique de u est, par définition, 
le polynôme x,, (X) = det (M — XI) ». Cette définition a-t-elle un sens ? 


Question 144 Montrer que le polynôme caractéristique d’une matrice car- 
rée À de taille n est xa (X) = (—1)"X7 + (—1)" l'Tr (4) X7-1 +. + det À 
où Tr (A) désigne la trace de À, et det À son déterminant. 


Question 145 Donnez au moins une CNS pour qu’un endomorphisme soit 
diagonalisable. En connaissez-vous d’autres ? 


Question 146 Donnez une CNS pour qu'un endomorphisme soit trigonali- 
sable. 


Question 147 Qu'est-ce qu’une réduite de Jordan ? Donnez une CNS pour 
qu'une matrice donnée soit semblable à une matrice de Jordan. 


Question 148 Chacune des matrices M suivantes représente la matrice d’un 
endomorphisme u de R° (n = 3 ou 4) dans la base canonique de R”. 


» 5 2 Er 

a M=|1 3 1| b)M=|4 10 -12 | c)M= 
0 1 2 Se chr-et Re: 
0 0 1 0 
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Dans chaque cas, on demande de déterminer les valeurs propres et les sous- 
espaces propres de u, de dire si ces endomorphismes sont diagonalisables, et 
dans l’affirmative de trouver une base de vecteurs propres ainsi qu’une matrice 
diagonale D et une matrice inversible P telles que D = PMP. 


Question 149 (Trigonalisation) Calculer le polynôme caractéristique et les 
valeurs propres de la matrice : 


3 1 2 
M — 1 8 7 
—1 —6 —5 
a) Déterminer les sous-espaces propres associés. Peut-on trigonaliser M ? 
Dans l’affirmative, faites-le. 
b) Utiliser cette trigonalisation pour résoudre le système linéaire : 


IT +y+22—=5 
+ 8y + 7z = —1 
—x — 6y — 5x = 2. 


Question 150 Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres de 
la matrice : 


—4 29 13 
M=!| —-18 33 31 
2 3 1 


Déterminer les sous-espaces propres associés à M. Trigonaliser M en prenant 
bien soin de préciser les formules de changement de bases obtenues. 


Question 151 Montrer que la matrice : 


9 O0 0 
G= | -5 4 0 
—8 0 1 
est diagonalisable et déterminer une base u — (u1,u2,u3) de vecteurs propres 
de E = R*. Si une matrice M de M3(R) vérifie M? = G, montrer qu’elle est 
diagonalisable et admet u — (ui, u2,u3) comme base de vecteurs propres. En 
déduire toutes les matrices M € Ma(R) telles que M? = G. 


Question 152 (Ecrit du CAPES externe 2014 anticipé) Soit M,(C) (resp. 
My(R)) l’ensemble des matrices carrées à n lignes et n colonnes dont les 
coefficients appartiennent à C (resp. R). Soit À € M,{R). On suppose qu'il 
existe PE R[X], P 0 tel que P(A) = 0. 

a) Donner une condition suffisante sur P pour que À soit trigonalisable 
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dans MA(R). 

b) Donner une condition suffisante sur P pour que À soit diagonalisable 
dans MA(R). 

c) On suppose maintenant que À € M,(C) et qu'il existe P € C[X|, 
P Z 0 tel que P(A) = 0. Que deviennent les conditions précédentes lorsque 
l’on s'intéresse à la trigonalisation ou à la diagonalisation de À dans M,A(C) ? 


Question 153 (Ecrit du CAPES externe 2014 anticipé) Soit C' une matrice 
carrée de taille n à coefficients dans C, dont les n valeurs propres sont notées 
À, .…., À n. On suppose que C' est diagonalisable et que pour tout i € {1,...,n}, 
À; est une racine n,;-ième de l’unité pour un certain entier n;. Pour tout à, on 
note k; le plus petit entier strictement positif tel que x =; 

a) Démontrer que C' est d’ordre multiplicatif fini et que son ordre divise 
ppem(k:1,.….,kn). 

b) Démontrer que l’ordre multiplicatif de C'est ppem(kr, …, kn). 


Question 154 (Ecrit de l’agrégation interne 2011) Déterminer les valeurs 
propres et une base orthonormale de vecteurs propres pour la matrice : 


Lin V2. ELW2 
L=| -1/V2 1 0 
—1/V2 0 1 


Question 155 ÆEnoncez puis démontrez le Théorème de Cayley-Hamilton. 


Question 156 a) Montrer que toute matrice triangulaire supérieure dont la 
diagonale principale est nulle est nilpotente. 

b) En déduire que toute matrice M dont le polynôme caractéristique est 
scindé s'écrit sous la forme M = D+V où D est diagonalisable et V nilpotente. 


Question 157 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps 
commutatif K, et f un endomorphisme de FE. 

a) Soit Q € K[X]. On suppose que Q = Q:1..Q, où les polynômes Q; 
sont premiers entre eux deux à deux. Montrer que les sous-espaces Ker Q(f) 
et KerQ;(f) sont stables par f, puis que l’on a la somme directe : 


KerQ(f) = Ker Q:(f) & … & Ker Q,(f). 


b) On suppose que le polynôme caractéristique de f est scindé sur K. 
Qu'appelle-t-on sous-espace caractéristique (ou sous-espace propre généralisé) 
de f ? Montrer que E est somme directe de ces sous-espaces caractéristiques. 

c) Montrer qu’un endomorphisme est diagonalisable sur K° si, et seulement 
si, il annule un polynôme scindé sur K dont toutes les racines sont simples. 
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Question 158 Soit f un endomorphisme de E, où E est un espace vectoriel 
sur un corps commutatif K. On suppose que f* — Af? + 5f — 21d = 0. Pour 
tout n € N, exprimer f" en fonction de f?, f et Id. On considère la suite 
(Un)nen définie par un+1 = f (ur) et la donnée du premier vecteur ug dans E. 
Exprimer u, en fonction de uo,u1 et u2. 


Question 159 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur C, et u 
un endomorphisme de E tel que u”* = Id pour un certain m € N*. Montrer 
que u est diagonalisable. Comment sont les valeurs propres de u ? 


Question 160 Soient E un espace vectoriel sur € et u un endomorphisme 
de E. On suppose que u® — Id. Montrer que u est diagonalisable, chercher 
ses valeurs propres et chercher la décomposition explicite d’un vecteur quel- 
conque x de E comme somme de vecteurs propres de u. 


Question 161 (Ecrit de l’agrégation interne 2008) On note GL(C”) Le groupe 
des automorphismes de l’espace vectoriel €" (n > 1). L'identité est notée Id. 
On considère une partie G de GL(C”) telle qu'il existe m € N* pour lequel 
g" = Id quel que soit g EG. 

a) Démontrer que chaque élément g de G est diagonalisable. Que peut-on 
dire de ses valeurs propres ? 

b) Démontrer que l’ensemble {Tr(g) / g € G} des traces des éléments g de G 
est fini. 


Question 162 Soit f l’endomorphisme de R* de matrice 


1 .-2:.=2 

L = 

— 1 0 
1 


1 
0 
1 
1 0 


Hrol 


dans la base canonique e = (e1,e2,e3, e4). 

a) Déterminer les sous-espaces propres de f. 

b) Trouver la matrice réduite J de Jordan de A. On explicitera une base 
e = (e,e,,eh,e,) dans laquelle la matrice de f est J. 


Question 163 On suppose que f et g sont deux endomorphismes nilpotents 
d’un espace vectoriel. On suppose aussi qu'ils commutent entre eux. Montrer 
que l’endomorphisme f + g est nilpotent. 


Question 164 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et d un endo- 
morphisme diagonalisable de E. Montrer que la restriction de d à tout sous- 
espace vectoriel V stable par d est encore diagonalisable. 
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Question 165 {Suites linéaires récurrentes) 

Trouver les expressions des termes généraux des suites réelles (tn), (Yn) et 
(Zn) définies par récurrence par les systèmes (a) et (b) suivants, en fonction 
de n et des premiers termes xo, yo et 20 de ces suites : 


Tn = Tn-1 + 2n-1 Ln = Ln-1 — Yn-1 + 22n-1 
(a) Un = Yn-1 + 2n-1 (b) Un = —En-1 + Yn-1 — 22n-1 
Zn = 22n-1; Zn = —Iln-1 + Yn-1 — d2n_1. 


Question 166 On considère une matrice de Jordan de taille n : 


My 0 :# 0 
J = . ee 

! : F2 0 

O -.. 0 Mk 


où chaque bloc carré M; placé sur la diagonale principale de M est une cellule 
de Jordan. On note D la matrice diagonale obtenue à partir de J en annulant 
tous les coefficients situés en dehors de la diagonale principale. On définit la 
matrice triangulaire supérieure T = J — D. Montrer que DT = TD et en 
déduire une expression de JP lorsque p € N. 


5.2 Entraînement 


Question 167 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimen- 
sion finie sur R. On suppose qu'il existe m € N* tel que f” = Id et f* Z Id 
pour tout à € [1,m—1]. Montrer qu'il existe un vecteur x de E qui vérifie 
f(x) £ x pour tout à € [1,m— 1] et f(x) = x. 

Question 168 Le plan est rapporté à un repère orthonormal R = (O, ex, e2). 
On considère la conique C d’équation : 


1 
2° +ay + y +e+y+z = 0. 


Trouvez une équation réduite de C et préciser sa nature. 


Question 169 L'espace affine R° étant rapporté à un repère orthonormal, on 
considère la quadrique Q d’équation 3x? +5y° +32? —2xy —2x2+2yz+5y = 1. 
Trouvez une équation réduite de Q. Comment appelle-t-on Q ? 
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Question 170 Soit À une matrice carrée de taille n à coefficients réels. On 
définit la matrice carrée de taille 2n : 


À 0 
B = . 
1) Calculer B° lorsque i € N. En déduire que : 
P(A) 0 
AP°CA} P(Ah 


2) On suppose que la matrice B est diagonalisable. Montrer que A est aussi 
diagonalisable, puis que À ne peut être qu'égale à la matrice nulle. 


VPER[X] P(B)= | 


Question 171 Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un espace vecto- 
riel E de dimension finie sur un corps commutatif K. On se propose de mon- 
trer que l’endomorphisme : 


At. CE) <= £(E) 
g + fog-gof 
est diagonalisable. On pose Af = Lj—Rf avec Ly(g) = fog et Rf(g) = gof. 
a) Démontrer que P (Lr)(g) = P(f)og pour tout polynôme P de K[X] et 
tout g € L(E). En déduire que L est diagonalisable. 


b) Montrer que si deux endomorphismes sont diagonalisables et commutent 
entre eux, alors ils sont diagonalisables dans une même base de vecteurs propres. 


c) Conclure. 


Question 172 Déterminer une réduite de Jordan et le polynôme minimal de 
la matrice : 


3 2  —3 
M = | 4 10 —12 
3 6 —7 


Question 173 Soit M2(C) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille 2 à 
coefficients dans C. Soit V un sous-espace vectoriel de Ma(C) qui ne contient 
aucune matrice de rang 1, mais contient la matrice identité T. Montrer que V 
est égal à l’ensemble des matrices d’homothéties vectorielles. 


Question 174 (Ecrit du CAPES externe 2013) Soit u un endomorphisme 
de CP. On note À la matrice de u dans la base canonique, et l’on suppose que 
la suite (A")heN converge. 

a) Soit À une valeur propre complexe de u. Démontrer que |A] < 1. Montrer 
ensuite que si |A] = 1, alors À = 1 (on pourra considérer Es — x"). 

b) Montrer que Ker (u — Id) NIm(u — Id) = {0}. 
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Question 175 (Ecrit du CAPES externe 2014 anticipé) Soit À une matrice 
carrée à trois lignes, trois colonnes, à coefficients dans R, d'ordre multiplicatif 
fini. On suppose que 1 est la seule valeur propre de À dans C. 


a) Justifier qu'il existe une matrice carrée inversible P à coefficients dansR, 
et trois réels a, b, c, tels que : 


1 a b 
P-'AP=| 01 c 
0 O0 1 


b) On pose B = P-TAP. Démontrer que B est d'ordre fini. 
c) Démontrer par récurrence que pour tout k € N : 


1 ka EE Doc + kb 
B*=| 0 1 ke 
0 0 1 


et en déduire que À = 1,. 


Question 176 (Ecrit du CAPES externe 2014 anticipé) Soit À une matrice 
carrée à trois lignes, trois colonnes, à coefficients dans R, d'ordre multiplicatif 
fini. On suppose que —1 est valeur propre simple de À et que 1 est valeur 
propre double de À. 


a) Justifier qu'il existe une matrice carrée inversible Q à coefficients dansR, 
et des réels à, b, c tels que : 


—1 a b 
Q-1AQ=| 0 1 c 
0 O0 1 


b) On pose C = Q1AQ. Montrer qu'il existe trois suites de nombres réels 
(ax)ren, (Br)ken et (Yr)ren telles que : 


(—1) x Bx 
VkeN C*- 0 de 
de 


c) Donner une expression de y, pour tout k > 0. En déduire que c = 0. En 
déduire que C et A sont diagonalisables dans Ma3(C). 


Question 177 (Ecrit du CAPES externe 2014 anticipé) Soit M3(Z) (resp. 
Ma3(C)) l’ensemble des matrices carrées 3 X 3 dont les coefficients appar- 
tiennent à Z (resp. €). Soit À une matrice d'ordre fini de M3(Z). On admet 
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que À est diagonalisable dans C, et que le spectre de À dans € est de la forme 
Sp (A) = fete te; 1} ou Lee, —1} où 0 E 27rQ. 

a) Démontrer que 2cos0 € Z. Donner ensuite toutes les valeurs possibles 
de 0. Donner enfin les différents spectres possibles de À dans €, et montrer 
que l’ordre multiplicatif 0 (A) de À appartient à {1,2,3,4,6}. 

b) Donner des matrices de M3(Z) d'ordre 1 et 2. 


c) Soit (a,b,c) € CŸ. Calculer le polynôme caractéristique de : 


0 0 —-a 
1 O0 —b 
0 1 —c 


Construire une matrice de M3(Z) dont les valeurs propres sont 1, e2iT/3 et 
e72ir/3, Démontrer que cette matrice est d'ordre 3. 


d) Construire des matrices de M3(Z) d'ordre 4 et d'ordre 6. 


Question 178 (Ecrit de l'agrégation interne 2008) 

a) Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. On suppose 
que u et vu commutent entre eux. Démontrer que tout sous-espace propre de 
l’un est stable par l’autre. 

b) Notons End (EÆ) l'algèbre des endomorphismes de E. Soit X une partie 
de End (E) telle que les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par tous les 
éléments de X soient {0} et E (on dit alors que X est irréductible). Démontrer 
que l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec tous les éléments 
de X est l’ensemble des endomorphismes scalaires. 


Question 179 (Ecrit de l'agrégation interne 2011) 

Soit @ — ((91,..,w,) un vecteur-colonne non nul de R". On considère la 
matrice réelle symétrique H = pt € MAR). Démontrer que H admet pour 
valeurs propres 0 et ||w||?. Préciser les ordres de multiplicité de ces deux valeurs 
propres. 


Question 180 (Ecrit du CAPES externe 1988) Soit n un entier > 2. On 
considère les endomorphismes D et M de C” qui à z = (21,22, .…., Zn) associent 
De (roree ie M )—= (232, PR. ana), Soit w = e'2r/n, 
FEU] 


Pour tout k € {0,1,...,n— 1}, on pose ex = (1,wf,w?f, 0 . Calculer 
D (ex) et M(ex). En déduire que D et M sont diagonalisables et préciser les 
valeurs propres. 


Question 181 Soit M, (C) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n 
à coefficients dans C. Soit I la matrice identité dans M, (C). 
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1) Soit p € N*. Montrer que toute matrice À € My(C) vérifiant AP = I 
est semblable à une matrice diagonale. 

2) Déterminer toutes les matrices A de M (C) telles que A° = —I. Com- 
bien obtient-on de solutions à « similitude de matrices » près ? 


Question 182 Trouver les matrices réelles de carré égal à : 


Question 183 Montrer que l'application linéaire : 
f: C[X] — C[X 
P + XP 


ne possède aucune valeur propre dans C. Que peut-on en conclure ? 


Question 184 Soient E l’espace vectoriel sur R des applications indéfiniment 
dérivables de R dans R, et D : E — E l’application linéaire qui à f associe 
D(f)=f". 
a) Montrer que, sia ER, l'application x + e% est un vecteur propre de D. 
b) Montrer que la restriction de D à l’espace F des fonctions polynomiales, 
bien que linéaire, ne possède pas de polynôme minimal. 


Question 185 (Ecrit du CAPES externe 2009) Soit n un entier > 2. Au 
polynôme P(X) = X* + an_1X°71 +... + a1X + ao de C[X] on associe la 
matrice carrée d'ordre n : 


0 0 O0 — 0 

d 0 €] 
MP = 0 1! 

; "0  —an-2 

0 :.. O0 1 —an_1 


appelée matrice compagnon de P. On note Xm, (X) le polynôme caractéris- 
tique de Mp. Montrer que x, (X) = (—-1)" P(X). 


Question 186 Expliquer le rôle que joue la matrice compagnon : 


OR EE 
0 O0 1 

Mp = 
0 0 1 
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du polynôme P (X) = X" + ay 1 Xl +... + a1X + ao de C[X] dans l'étude 
de l’équation différentielle linéaire homogène d'ordre n à coefficients constants 
y + an_19 D +. + aoy = 0. 


Question 187 (Ecrit du CAPES externe 2011, sujet zéro) K est égal à R 
ou C. E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soient f un 
endomorphisme de E. On note Tf le polynôme minimal de f, s son degré, et 
l’on pose K [f] = {Q (f) / Q(X) € K[XT}. 

a) Que représente K [f] pour f ? 

b) Pour tout Q(X) € K[X], montrer qu'il existe (ao, …,as-1) € K° tel que 
Q(P) = Xi mif'. 

c) Démontrer que la famille (Id, f,.…, fS 1) est une base de K[f]. 


Question 188 (Ecrit du CAPES externe 2011, sujet zéro) K est égal à R 
ou C. E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit f un endo- 
morphisme de E etx € E. On note Ex = Vect{ ff (x) / k € N} le sous-espace 
vectoriel engendré par les vecteurs f* (x) lorsque k € N. 

a) Montrer que Ejx = {Q(f)() /Q(X) € K[X]}. 

b) Montrer que Eÿ, est le plus petit sous-espace vectoriel stable par f et 
contenant x. 

c) À quelle condition sur dim E}, le vecteur x est-il un vecteur propre de f ? 
Montrer que f est une homothétie si et seulement si pour tout y € E\ {0} on 
a dim E y = 1. 


Question 189 (Ecrit du CAPES externe 2011, sujet zéro) 
Un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 2, est 
dit cyclique s'il existe x € E tel que E = Vect{f" (x) /k € N}. On considère 
l’espace E = Kh-_1[X] des polynômes de degrés < n — 1. 

a) Soit f l’endomorphisme de E qui au polynôme Q(X) de E associe 
f(Q(X)) = Q'(X). Montrer que f est cyclique et nilpotent. 

b) Soit g l'application de E dans K [XT qui à Q(X)E E fait correspondre 
g(Q(X)) = Q(X +1) —- Q(X). Montrer que g est un endomorphisme de E 
et qu'il est cyclique et nilpotent. 


Question 190 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit f 
un endomorphisme de E. 

a) L'indice de f est par définition le plus petit exposant q € N tel que 
Ker f? = Ker f9+1. Montrer que cette définition a un sens. Montrer que l'indice 
de f est le plus petit exposant q à partir duquel la suite croissante (Ker f") BEN 
devient stationnaire. En déduire que l’indice d’un endomorphisme est toujours 
inférieur à n. 

b) On dit que f est nilpotent s'il existe q € N tel que f? = 0, et dans ce 
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cas l’indice de nilpotence de f est le plus petit entier naturel q tel que f? = 0. 
On dit que f est cyclique s’il existe x € E tel que E = Vect{f" (x) /k € N}. 
Montrer que, si f est un endomorphisme nilpotent, alors f est cyclique si et 
seulement si son indice de nilpotence est égal à n. 


Question 191 (Ecrit du CAPES externe 2011, sujet zéro) Soit E un R-espace 
vectoriel de dimension 2. Soit f € L(E) tel qu'il existe p € N\{0,1,2} tel que 
f° = Id et ff Z Id pour tout k € [1,p — 1]. Soient B une base de E et À la 
matrice de f dans cette base. 

a) Montrer que À est diagonalisable dans Ma(C). 

b) Montrer que À n’a pas de valeurs propres réelles. 

c) Montrer que pour tout y € E\{0} la famille (y, f (y)) est une base de E. 

d) Soit y € E\{0}. Montrer que la matrice de f dans la base (y, f (y)) est 


de la forme : 
0 —] 
1 2cos(k27/p) 


Question 192 (Ecrit de l'agrégation interne 2011) Soit n un entier > 2. 
Ecrire la matrice carrée : 
1 —1/(n—1) DE —1/(n —1) 


—1/(n —1) 1 


où pgcd (k, p) = 1. 


L — 
| —1/(n —1) 
—1/(n—1) ce. —1/(n—1) 1 
comme une combinaison linéaire de la matrice identité 1 d'ordre n et de la 
matrice : dre 
J = è : 
À sta 
dont tous les coefficients sont égaux à 1. Donner les valeurs propres de L en 
explicitant leurs ordres de multiplicité. 


Question 193 On considère la matrice : 


3 1 O0 0 
—4 —1 0 0 
= 4 4 2% À 
—7 —6 —1 0 


a) Déterminer une réduite de Jordan de À. 
b) Calculer la matrice e lorsque t € R. 
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c) Résoudre l'équation différentielle X' (+) = A X(t) où X(t) € R“. 

d) Résoudre l'équation différentielle X’ (t) = A X(t)+B(t) où B(t) désigne 
la fonction vectorielle B(t) = ‘ (sint, cost,0,0) € R{ {les calculs étant longs, 
on pourra se contenter d'expliquer comment procéder pour obtenir les solutions 
de cette équation). 


Question 194 Résoudre le système différentiel : 
x'=—-Ar+y+z 
y'=x—-y— 27 
= 2% +y—2 
de trois façon différentes : 
a) En utilisant la forme générale des solutions. 


b) En calculant l’exponentielle et d’une matrice A. 
c) En trigonalisant une matrice À. 


5.3 Extraits d’écrits de concours 


Question 195 (Ecrit du CAPESA 2013) On appelle suite récurrente linéaire 
réelle d'ordre 2, toute suite réelle (un) telle qu'il existe deux éléments a et b 
de R (b Æ 0) tels que pour tout entier n, l’on ait Uun42 = aun+1 + bun. 

a) Ecrire un algorithme permettant de calculer un pour n > 2, connais- 
sant &, b, Uo et u1. 

b) On suppose que Uun+2 = Sun+1 — Gun et que uo = 1 et uy = 0. On pose : 


VneN un = ( “" JL 


Un+1 
- Déterminer la matrice carrée À telle que Un+1 = AU, pour tout n € N. 
- Déterminer les valeurs propres de À et les vecteurs propres associés dont 
la première composante vaut 1. 
- En déduire l’existence de deux matrices P et D, avec P inversible de pre- 
mière ligne composée de 1 et D diagonale, telles que À = PDP”. 
- Déterminer l’expression de U,, puis de u, en fonction de n. 


Question 196 (Ecrit du CAPESA 2013) Soit (vn) la suite récurrente linéaire 
réelle d’ordre 2 définie par la relation v12 = Gvn11 —Qu,, et par les conditions 
initiales vo = 1 et v1 = 9. On pose : 
VnEN = ( é ) 
Un+1 


a) Déterminer la matrice carrée B telle que Vnz1 — BVa pour tout n. 
Montrer que B n’est pas diagonalisable. 
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b) On pose Q — e o Calculer T = Q7!BQ. 


c) Déterminer la matrice J telle que T = 312 + J, puis montrer que J est 
nilpotente d'ordre 2. Calculer T” pour tout n de N. En déduire l’expression 
de V, et de v, en fonction de n. 


Question 197 (Ecrit du CAPES externe 2013A) Soit p un entier naturel non 
nul. Soit u un endomorphisme de CP de matrice triangulaire : 


GO, 2e 0 
dans la base canonique (e1, .…,en) de C?, où les a; sont des nombres complexes 
tels que |a;| < 1 quel que soit i € [1,p]. 
a) Montrer que limy_ 15 U"(e1) = 0. 
b) Montrer par récurrence que pour tout à € [1,p], lims_+ u"(e;) = 0. 
c) En déduire la limite de T" quand n tend vers +co. 


Question 198 (Ecrit de la Banque de France 2008) Soient a et b deux réels 
et M(a,b) = (Mij)1<i,j<n la matrice carrée d’ordre n, avec n > 2, définie par 
Mi = a pour 1<i<net Mi; =b pour 1<i£3j<n. 

a) Calculer le déterminant D (a,b) de M (a, b). 

b) Calculer le polynôme caractéristique Pm (X) de M (a, b). En déduire les 
valeurs propres de M (a,b) avec leurs multiplicités. 

c) Pour quelles valeurs de a et b la matrice M (a,b) est-elle inversible ? 
Déterminer alors M (a,b) ! comme un polynôme de M (a, b). 


Question 199 (Inspiré de l'écrit de la Banque de France 2008) 

Soient (a,b) € R x R* et M = (Mijh1<i,j<n la matrice carrée d’ordre n, avec 
n > 2, définie par My = a sil <i<net M; =bsil<ifj<n. On 
note I la matrice identité d'ordre n. 

a) Montrer que M est diagonalisable et possède au moins deux valeurs 
propres réelles distinctes que l’on notera À et li. 

b) Montrer qu'il existe deux suites réelles (ap)pen* et (B,)pen* telles que 
MP = a, M +B,1 pour tout p € N°, et que ces suites sont récurrentes linéaires 
d'ordre 2. 

c) Exprimer a et B, en fonction de À et 1. 


Question 200 (Ecrit du CAPES externe 2001) 
Soit M la matrice réelle d'ordre 4 : 


92 CHAPITRE 5. RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES 


© © 
ROCH 


a) Vérifier que MŸ est une combinaison linéaire de M et de M?. 

b) Montrer que pour tout n € N*, la matrice M" peut s’écrire sous la forme 
M" = anM + bn M?, et calculer An+1 Et bn+1 en fonction de an et bn. 

c) Montrer que la suite (an),en+ vérifie une relation de récurrence linéaire 
d'ordre deux. En déduire les valeurs de a, et de b. 

d) Généralisation : soit P une matrice symétrique réelle d'ordre m et de 
rang 2. Prouver que P annule un polynôme de degré au plus trois sans terme 
constant. Montrer qu'il est possible d'obtenir la matrice P" pour tout n € N* 
sans effectuer d’autre produit matriciel que les calculs de P? et P. 


Question 201 (Agrégation interne 2008) Soit G un sous-groupe de GL(C”) 
vérifiant la propriété : 
« IT existe un entier m > 1 tel que l’on ait g” = Id pour tout g € G. » 


Montrer que chaque élément g de G est diagonalisable. Que peut-on dire de 
ses valeurs propres ? Montrer que l’ensemble {Tr(g) / g € G} des traces des 
éléments de G est fini. 


Question 202 (Ecrit de l’agrégation interne 2009) Soient x, y deux nombres 


réels. On pose : 
_lf1-z 1+% 


1. Déterminer les valeurs propres de Pry et, pour chaque valeur propre, 
son sous-espace propre associé. Pour quelles valeurs de (x, y) la matrice Pry 
est-elle diagonalisable ? 


2. On suppose désormais —1 < x < 1 et —1<y<l. 


(a) Démontrer qu'il existe un nombre réel u tel que —1 < u < 1 et une 
matrice inversible U tels que : 


1 0 
_ pri 
Pey = U Ha 


(b) En déduire que la suite (PÈ,)reN admet une limite quand k tend 
vers +oo. Cette limite est notée L. Quel est le rang de L ? Démontrer que : 


1 LE ARE 
fs | 
2+y+z\ l+y 1+7x 
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Question 203 (Ecrit de l’agrégation interne 2009) Soit M, l'algèbre des ma- 
trices carrées de taille n à coefficients complexes, identifiée à l’algèbre des en- 
domorphismes de C”. Soit À € My. On note p(A) le rayon spectral de À, 
c’est-à-dire le maximum des modules des valeurs propres de A. On se propose 
de montrer l’équivalence : 


p(A)<1 & lim AÆ=0. 
k—+00 
1. Soient B € C tel que |B| < 1, et B une matrice nilpotente dans My. 
Soit C = BI + B, où I est la matrice identité. Montrer que limg_,160 C* = 0. 


2. Soit À dans My. 


(a) Soit a une valeur propre de A. On pose F, = [yen Ker(A — al}. 
Justifier que F, est un sous-espace vectoriel de C” et que A(F,) € F4. Soit À, 
l’endomorphisme de F, défini par À, (x) = Ax pour x € F,. Dans le cas où 
lal < 1, démontrer que la suite (AË zen tend vers 0. 


(b) On suppose p(A) < 1. Démontrer que limg_,1 AF = 0. 


(c) Réciproquement, si la suite (AF zen tend vers 0, montrer que le module 
de toute valeur propre de À est strictement inférieur à 1. 


Question 204 (Ecrit de l'agrégation interne 2009) Soit A une matrice carrée 
de taille n à coefficients dans €, de rayon spectral p(A). On admet l’équiva- 
lence! : 
p(A)<1 & lim A=0. 
k—+00 
Soit IA l’ensemble des nombres réels strictement positifs + tels que la suite 
((A/y)")xen tende vers 0. Montrer que La =]p(A),+o!. 


Question 205 {Ecrit de l'agrégation interne 2009) Soit n € N*. On considère 
une matrice carrée À = (aij);; de taille n, à coefficients réels strictement 
positifs. On note p(A) son rayon spectral. On suppose qu'il existe un réel à tel 


que l’on ait Dit @,j = @ pour tout i. Montrer que à est une valeur propre 
de À et que a = p(À). 


Question 206 (Ecrit de l'agrégation interne 2009) 

Soit n E N*. Soient À = (a;;) et B = (b;;) deux matrices carrées de taille n, 
à coefficients réels strictement positifs. On note À < B si, pour tous entiers À 
et j dans {1,...,n}, on a &,j < b;,j. On suppose que À < B. 


a) Si k est un entier naturel > 2, démontrer que AË < BF. 


lVoir Question 203. 
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b) On admet? que l’ensemble des nombres réels strictement positifs + tels 
que la suite ((A/y)*)xen tende vers 0 est l'intervalle Ta =]p(A),+ol. En 
utilisant ce résultat, montrer l'inégalité p(A) < p(B). 


Question 207 (Ecrit de l’agrégation interne 2011) Soit n un entier > 3. On 


note w = exp(#z) et l’on considère les matrices carrées d’ordre n : 


L 500 A0 Do ei 
+1. 0 de 0 0 

-. NL : “e 3 0 
2 F2 


a) Calculer C”. En déduire le spectre et les sous-espaces vectoriels propres 
complexes de C. 
b) Soient ao, a1, …, an-1 € € et M = (mijhi<i,jen la matrice : 


ao An—1 a2 a 
a a2 
M = ao - 
: 7. An—1 
An—1 a2 ao 
définie par : Vi,j € {1,..,n} mi; = ax où k = (i—j) modn. Soit le polynôme 
P(X)= La ay X*. Démontrer que M est semblable à la matrice diagonale : 
P(1) 0 0 
0  P(w) 
‘ 0 
0 0 PSE) 


c) Démontrer que : 
- Sin est pair, les valeurs propres de L sont les nombres réels de la forme 
2sin? kT où0<k<?; 
- Sin est impair, les valeurs propres de L sont les nombres de la forme 
2sin?kT où0<k<!Æt. 
On précisera, dans chaque cas, l’ordre de multiplicité de chacune de ces valeurs 
propres. 


?Voir Question 204. 


